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Resumo
No limite continuo de baixas energias no grafeno os ele´trons se comportam como
fe´rmions de Dirac sem massa. E como ja´ se sabe a algum tempo, deformac¸o˜es ela´sticas
na rede hexagonal da˜o origem a propriedades magne´ticas interessantes. Seguindo essa
linha de racioc´ınio, juntamente com o fato de que essas deformac¸o˜es podem ser descritas
matematicamente por um potencial vetor e, mais ainda, que esse potencial vetor pode
ser introduzido na equac¸a˜o de Dirac atrave´s de um acoplamento mı´nimo, reescrevemos a
equac¸a˜o de Dirac em um sistema de coordenadas polares em 2+1 dimenso˜es, adicionando
um potencial vetor tipo Aharonov-Bohm e em seguida calculamos os n´ıveis de Landau
associados. Para esse modelo foi observado que no n´ıvel zero, os n´ıveis de energia se
desdobrava em outros dois n´ıveis, diferentes de zero, indicando assim a existeˆncia de um
gap na estrutura de bandas do grafeno.
Palavras-chave: Grafeno - Teoria de calibre Abeliana e na˜o-Abeliana - Efeito
Aharonov-Bohm - Campos de calibre no grafeno.
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Abstract
In the limit continuous low power in graphene electrons behave as Dirac fermions
massless. And as we have known for some time, elastic deformations in the hexagonal
lattice give rise to interesting magnetic properties. Following this line of reasoning, to-
gether with the fact that this deformations can be described mathematically by a vector
potential and, even more, that the vector potential can be introduced into the Dirac equa-
tion via a coupling minimum, rewrite the Dirac equation in a polar coordinate system in
2 + 1 dimensions, adding a potential vector type Aharonov-Bohm and then calculated the
Landau levels associated. For this model it was observed that at zero, power levels are
unfolded in other two level nonzero, thus indicating the existence of an gap in the band
structure of graphene.
Keywords: Graphene - Abelian gauge theories and non-Abelian - Aharonov-Bhom
effect - gauge fields in graphene.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Ha´ mais de 70 anos atra´s, pesquisadores teo´ricos afirmaram que cristais bidimen-
sionais na˜o poderiam existir, uma vez que eram termodinamicamente insta´veis [1], [2].
Esta teoria foi derrubada, quando em 2004, os f´ısicos russos Andre K. Geim e Konstan-
tin S. Novoselov conseguiram isolar experimentalmente pela primeira vez o grafeno [3].
O me´todo usado por eles, chamado de clivagem micromecaˆnica, e´ bastante simples, ele
consiste em esfoliar o grafite usando fitas adesivas. Apo´s obtenc¸a˜o de uma amostra, o
mesmo era avaliado atrave´s de um microsco´pio o´ptico. O grafeno e´ considerado atual-
mente um material bastante promissor como o substituto do sil´ıcio, na eletroˆnica. As suas
propriedades de alta mobilidade eletroˆnica, o´ptica e te´rmica [4][5][6] lhe colocaram em um
patamar de um dos materiais mais promissores para o avanc¸o tecnolo´gico das pro´ximas
de´cadas. Empresas e universidades em todo o mundo esta˜o investindo muito dinheiro em
pesquisas na busca incessante de prepara´-lo para ser aplicado na indu´stria, em especial,
na eletroˆnica. O que garante tais propriedades no grafeno e´ o fato das part´ıculas presen-
tes na estrutura, pro´ximos aos ve´rtices dos hexa´gonos, comportarem-se como part´ıculas
quaˆnticas e relativ´ısticas, propriedade que na˜o havia sido encontrada em nenhum material
cristalino ate´ o momento.
Pesquisas desenvolvidas em teoria de campos aplicadas ao grafeno, mostraram teo-
ricamente, que o grafeno quando tencionado (ou curvado), adquire algumas propriedades
magne´ticas. Tais propriedades magne´ticas foram observadas inicialmente em grafeno com
defeitos topolo´gicos, que foi descrito como a substituic¸a˜o de hexa´gonos por penta´gonos
(produzindo curvatura positiva) ou por hepta´gonos (produzindo curvatura negativa) [7].
Nesta nova configurac¸a˜o, foi verificado que os ele´trons que circundam os defeitos em torno
de um caminho fechado adquirem um fator de fase ana´logo ao do efeito Aharonov-Bohm,
quando circulando um soleno´ide na direc¸a˜o de um potencial vetor que e´ perpendicular a
um campo magne´tico constante dentro do mesmo. Isto foi imediatamente generalizado
para a estrutura com deformac¸a˜o ela´stica. Em contraste com o efeito Aharonov-Bohm, o
aparecimento de pseudo campo magne´tico esta´ associado a campos de gauge Abeliano e
na˜o-Abeliano decorrente de tenso˜es e curvatura respectivamente.
Posteriormente, esta teoria ganhou destaque entre os pesquisadores da area, quando
foi provado experimentalmente que os campos de gauge esta˜o associados aos n´ıveis de Lan-
dau para grafeno submetido a grandes deformac¸o˜es na folha [9], [10]. Experimentos reali-
zados com microsco´pio de varredura e tunelamento em nanotubos de grafeno, conseguiram
produzir um pseudo campo magne´tico com intensidade de 300T, resultado extraordina´rio
para um material, ja´ que nunca havia determinado um valor dessa magnitude.
No capitulo dois dessa dissertac¸a˜o abordaremos incialmente a ocorreˆncia de orbi-
tais hibridizados na rede hexagonal e seu papel na formac¸a˜o das ligac¸o˜es entre os a´tomos.
Na sec¸a˜o seguinte mostraremos a formac¸a˜o das bandas eletroˆnicas de valeˆncia e de con-
duc¸a˜o, analisando detalhadamente o comportamento dos ele´trons pro´ximos aos pontos
de Dirac no limite cont´ınuo. No cap´ıtulo treˆs traremos um discursa˜o entre teorias de
calibre Abelianas e na˜o-Abelianas e tambe´m sobre o efeito Aharanov-Bohm. Em seguida
mostraremos os principais campos de calibre originados no grafeno e suas poss´ıveis cau-
sas, focando principalmente naqueles decorrentes do estiramento da rede. No intuito de
dar uma contribuic¸a˜o para pesquisas nessa a´rea, no capitulo quatro buscaremos analisar
os n´ıveis de Landau na presenc¸a de um pseudo campo de calibre especifico, ana´logo ao
efeito Aharononv-Bohm. Finalmente, no cap´ıtulo cinco teremos a conclusa˜o do trabalho
realizado e algumas perspectiva para o desenvolvimento de trabalhos futuros.
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Cap´ıtulo 2
O grafeno
A busca por novas clases de materiais fez com que em 2004 os cientistas Andre K.
Geim, Konstantin S. Novoselov juntamente com colaboradores da Manchester university
[3], conseguice isolar pela primeira vez uma camada de grafite com espessura de um a´tomo
de carbono, por meio de um processo conhecido por esfoliac¸a˜o mecaˆnica surgindo, assim,
o grafeno.
No intuito de compreender o motivo pelo qual esse material vem sendo bastante
discutido na atualidade, neste cap´ıtulo faremos uma breve introduc¸a˜o sobre o carbono e
estenderemos essa ana´lise a formac¸a˜o do grafeno e de suas propriedades.
2.1 Estrutura atoˆmica
O carbono e´ um dos elementos mais abundandantes da natureza e responsa´vel
pela formac¸a˜o de diversos materiais orgaˆnicos necessa´rios para a sobreviveˆncia humana.
Pode ser encontrado no ambiente sob duas formas principais: o diamante (que e´ esta´vel
a altas presso˜es e altas temperaturas) e o grafite. No seu estado fundamental, o a´tomo
de carbono possui seis ele´trons que esta˜o distribuidos em subniveis de energia, da menor
ate´ a maior (tomando como refereˆncia o nu´cleo) nos orbitais atoˆmicos. De acordo com o
princip´ıo de exclusa˜o de Pauli, cada orbital pode conter no ma´ximo dois ele´trons, com spins
emparelhados. Portanto, usando essas definic¸o˜es, temos que a configurac¸a˜o eletroˆnica do
carbono e´: 1s22s22p2 [11]. As formas dos orbitais sa˜o mostradas na figura 2.1, onde temos
que os orbitais 1s e 2s sa˜o esferas, enquanto que os orbitais 2p sa˜o esferas (ou lobos) quase
tangentes separadas por um plano. Nesta configurac¸a˜o, cada orbital corresponde a uma
regia˜o do espac¸o em torno do nu´cleo, e pode ser representado por uma func¸a˜o de onda ψ
que e´ interpretada como um estado de uma part´ıcula com suas respectivas energias. Mas,
a func¸a˜o de onda na˜o tem um sentido f´ısico em si, sendo necessa´rio uma interpretac¸a˜o
estat´ıstica para ela. Para Born, o ψ2 expressa a probabilidade de um ele´tron ser encontrado
em uma determinada posic¸a˜o do espac¸o. A func¸a˜o de onda pode ser positiva, negativa ou
zero, isto depende, em geral, da fase da onda. O orbital 2s possui uma superf´ıcie nodal,
ou seja, uma regia˜o onde ψ = 0, ja´ na parte interior ψ2 e´ negativo. Para o orbital 2p, ψ2p,
e´ positivo em um lobo e negativo do outro enquanto que no plano nodal ψ = 0 [13].
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Figura 2.1: Geometria dos orbitais ato´mico do carbono definida na seguinte ordem: orbital
1s, orbital 2px, orbital 2py e orbital 2pz.
Ate´ o momento, esta´vamos considerando o a´tomo de carbono isolado. Mas, o que
acontece quando aproximamos um a´tono de carbono do outro? O resultado e´ a formac¸a˜o
de orbitais moleculares, que sobrepo˜e ao orbital do outro a´tomo atrave´s de uma ligac¸a˜o
covalente, formando as mole´culas de carbono. Estas ligac¸o˜es podem ser de dois tipos:
do tipo σ que e´ uma ligac¸a˜o formada pela sobreposic¸a˜o frontal (eixo em comum), que e´
bastante forte e dif´ıcil de ser rompida e a ligac¸a˜o do tipo pi que e´ obtida a partir de uma
aproximac¸a˜o lateral (eixo paralelo), que e´ uma ligac¸a˜o mais fraca, e so´ ocorre em orbitais
do tipo p.
Um modelo matema´tico baseado na mecaˆnica quaˆntica que ajuda a descrever sa-
tisfatoriamente a estrutura de materiais formados das ligac¸o˜es C-C (carbono-carbono) e´
chamado de hibridac¸a˜o (ou hibridizac¸a˜o). A hibridac¸a˜o baseia-se em combinar func¸o˜es de
ondas individuais para os orbitais s e p para formar orbitais novos que tem as mesmas
propriedades dos orbitais originais, em proporc¸o˜es varia´veis, sendo chamados de orbitais
h´ıbridos.
No carbono, e´ poss´ıvel encontrar treˆs tipos de hibridac¸a˜o, sp, sp2 e sp3, conforme a
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Figura 2.2: Em (a), temos a junc¸a˜o do orbital 2s com o orbital 2px para formar dois
orbitais h´ıbridos sp; em (b), temos a junc¸a˜o do orbital 2s com os orbitais 2px e 2py para
formar treˆs orbitais h´ıbridos 2p2; em (c), temos a junc¸a˜o do orbital 2s com os orbitais
2px, 2py e 2pz para formar os quatro orbitais h´ıbridos sp
3.
figura 2.2. A hibridac¸a˜o sp3 consiste da combinac¸a˜o do orbital 2s com os treˆs orbitais 2p
gerando quatro orbitais h´ıbridos do tipo σ. A estrutura geome´trica formada e´ tetrae´drica,
que separa os orbitais hibridizados com aˆngulos de 109, 5 graus. O cristal tridimensional
originado dessa combinac¸a˜o de orbitais e´ o diamante.
O segundo tipo de hibridac¸a˜o e´ o sp2, que e´ obtido quando o orbital ato´mico 2s e´
misturado com dois orbitais 2p, gerando treˆs orbitais h´ıbridos (num plano) com aˆngulos
de separac¸a˜o de 120 graus formando uma geometria trigonal plana, sobrando um orbital
2p na˜o hibridizado responsa´veis pelas ligac¸o˜es pi, a ligac¸a˜o dos a´tomos por meio desse tipo
de hibridac¸a˜o da´ origem ao grafite.
Na hibridac¸a˜o do tipo sp, o orbital atoˆmico 2s se junta a um orbital 2p formando
dois orbitais h´ıbridos sobrando dois orbitais na˜o hibridizados. A estrutura obtida desse
arranjo e´ linear plana com aˆngulo de separac¸a˜o dos orbitais de 180 graus. Um caso t´ıpico
da ocorreˆncia desse tipo de hibridac¸a˜o e´ a formac¸a˜o da mole´cula de acetileno.
Ale´m do grafite, a hibridizac¸a˜o sp2 gera outros materiais com ligac¸o˜es C-C, como e´
o caso do grafeno, recentemente descoberto, que e´ uma camada de grafite com espessura
de um a´tono de carbono. Este cristal bidimensional e´ obtido quando orbitais h´ıbridos sp2
de um a´tomo de carbono sobrepo˜em a a´tomos vizinhos formando uma rede hexagonal,
semelhante a um favo de mel, como mostrado na figura 2.3. Possui treˆs ligac¸o˜es do tipo
5
σ no plano e uma ligac¸a˜o do tipo pi perpendicular a folha, resultante do orbital 2pz na˜o
hibridizado.
Figura 2.3: Formac¸a˜o da rede hexagonal do grafeno a partir de orbitais h´ıbridos sp2 e
orbitais na˜o hibridizados 2pz responsa´veis pelas ligac¸o˜es σ e pi respectivamente.
Figura 2.4: Grageno como uma estrutura base para a formac¸a˜o do: (a) grafite, (b) nano-
tubos de carbono e (c) fulereno.
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O grafeno e´ considerado o bloco fundamental para a construc¸a˜o de outros materiais
com orbitais h´ıbridos sp2, tais como: o fulereno (grafeno dobrado em forma de bola de
futebol) com dimensa˜o 0D, o nanotubo (grafeno enrolado em forma de um cilindro) com
dimensa˜o 1D e o grafite, citado anteriormente, (empilhamento de grafeno) com dimensa˜o
3D, (conforme mostra a figura 2.4).
2.2 Rede cristalina do grafeno
Como foi mencionado anteriormente a estrutura cristalina do grafeno e´ originada
da sobreposic¸a˜o de dois orbitais h´ıbridos sp2 que se juntam em um eixo comum para
formar as treˆs ligac¸o˜es σ que fazem um aˆngulo de 120 graus entre si, dando origem a um
arranjo hexagonal e planar de a´tomos de carbono, enquanto que os orbitais 2pz formam
as ligac¸o˜es do tipo pi gerando sobre a superf´ıcie um ”mar”de orbitais pi.
A estrutura cristalina do grafeno pode ser representada por uma rede de Bravais
triangular bidimensional , com dois a´tomos de carbono por ce´lula unita´ria, formando duas
redes triangulares sobrepostas (a sub-rede A e a sub-rede B), conforme ilustrada na figura
2.5 (a). Nesta rede, os vetores unita´rios do espac¸o real ~α1 e ~α2, que definem a ce´lula
unita´ria, e´ dada em coordenadas cartesianas por:
a1 =
a
2
xˆ+
√
3a
2
yˆ, a2 =
a
2
xˆ−
√
3a
2
yˆ, (2.1)
onde a = |a1| = |a2| =
√
3 × acc = 2, 46 Angstron e´ o paraˆmetro de rede e acc = 1, 42
angstrom e´ a distaˆncia dos vizinhos mais pro´ximos dos a´tomos de carbono.
Temos tambe´m que os a´tomos da sub-rede-A esta˜o relacionados com os a´tomos da
sub-rede B pelos seguintes vetores:
τ1 =
a
√
3
6
xˆ+
a
2
yˆ, τ2 =
a
√
3
6
xˆ− a
2
yˆ, τ3 = −a
√
3
3
xˆ. (2.2)
Portanto, em termo dos vetores da rede direta (2.1) e dos vetores vizinhos mais pro´ximos
(2.2), podemos determinar a posic¸a˜o de cada a´tomo de carbono nas ce´lulas unita´rias do
grafeno por:
RB = na1 +ma2 RA = na1 +ma2 + τ3, (2.3)
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Figura 2.5: Em (a), temos a rede direta do grafeno. O losango representa a ce´lula unita´ria
com os dois s´ıtios inequivalentes: o sitio A em vermelho e o sitio B em verde. a1 e a2 sa˜o
os vetores primitivo da rede direta e τ1, τ2, τ3 sa˜o os vetores vizinhos mais pro´ximos. Em
(b), temos a primeira zona de Brillouin destacada em azul; os vetores primitivos da rede
reciproca b1, b2 e os pontos de simetria Γ, M, K e K.
onde m e n sa˜o nu´meros inteiros. Por outro lado, a primeira zona de Brillouin pode ser
obtida fazendo uma transformada de Fourrier da rede direta. Assim, os vetores unita´rios
da rede reciproca que definem a primeira zona de Brillouin sa˜o:
b1 =
2
√
3pi
3a
xˆ+
2pi
a
yˆ b2 =
2
√
3pi
3a
xˆ− 2pi
a
yˆ, (2.4)
onde b = |b1| = |b2| = 4pi/3a e´ o paraˆmetro de rede do grafeno no espac¸o reciproco.
Na figura 2.5 (b) esta´ ilustrada a primeira zona de Brillouin revelando os principais
pontos de simetria Γ,M, k, k′. Os pontos k e k’, nos ve´rtices da zona de Brillouin, sa˜o
pontos na˜o-equivalentes conhecido na literatura como pontos de Dirac. Estes pontos pas-
sara˜o a ser nosso foco de agora em diante ja´ que sa˜o deles que as principais caracter´ısticas
do grafeno sa˜o verificadas.
2.3 Estrutura eletroˆnica
Dentre alguns modelos teo´ricos usados para calcular a estrutura eletroˆnica de ban-
das para o grafeno, usamos o modelo teo´rico conhecido como ligac¸a˜o forte. Neste modelo,
as func¸o˜es de onda dos ele´trons sa˜o constru´ıdas como uma combinac¸a˜o linear de orbitais
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atoˆmicos 2pz [12], na˜o-hibridizados, onde se considera apenas um orbital por sitio a fim
de que se possa analisar os estados eletroˆnicos pro´ximo ao n´ıvel de Fermi.
2.3.1 Modelo de ligac¸a˜o forte
Devido a` simetria da rede cristalina do grafeno, tomamos como base para a cons-
truc¸a˜o das func¸o˜es de onda dos ele´trons, as func¸o˜es de Bloch, as quais sa˜o definidas a
partir do orbital pz. Como ha´ duas redes triaˆngulares sobrepostas (sub-rede A e sub-rede
B) para cada ce´lula unita´ria, teremos duas func¸o˜es de Bloch deslocadas correspondentes,
ou seja,
Φj(k, r) =
1√
N
N∑
i=1
eikRj,iφj(r−Rj,i) (2.5)
onde Rj,i e´ a posic¸a˜o do a´tomo, φj e´ a func¸a˜o de base correspondente ao orbital pz (no
centro do a´tomo) e N e´ o nu´mero de ce´lulas unita´rias. Enta˜o, a func¸a˜o de onda eletroˆnica
Ψj(k, r) pode ser escrita em termos das func¸o˜es de Block como
Ψj(k, r) =
n∑
i=1
Cj.j′(k)Φ
′
j(k, r) para j = A,B, (2.6)
com Cj,j′ sendo os coeficientes da expansa˜o a serem determinados.
Os autovalores de energia descritos pelo hamiltoniano H sa˜o dados por:
Ej(k, r) =
∫
Ψ∗j(k, r)HΨj(k, r)dr∫
Ψ∗j(k, r)Ψj(k, r)dr
, (2.7)
no qual substintuindo Ψj(k, r) em 2.7, obtemos:
Ej(k, r) =
∑n
j,j′=1 c
∗
j,icj,j′〈Ψi|H|Ψj〉∑n
j,j′=1 c
∗
j,icj,j′〈Ψi|Ψj〉
, (2.8)
onde podemos definir os elementos da matriz de transfereˆncia H (que representa o salto
dos ele´trons entre os diferentes a´tomos de carbono) e da matriz de sobreposic¸a˜o S (que
caracteriza a sobreposic¸a˜o dos orbitais de a´tomos diferentes) como:
Hj,j′ = 〈Ψi|H|Ψj〉 Sj,j′ = 〈Ψi|Ψj〉. (2.9)
Agora, minimizando os autovalores de energia Ej em relac¸a˜o aos coeficientes de
expansa˜o c∗j.j′ , obtemos a equac¸a˜o de autovalores
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HΨj = EjSΨj, (2.10)
no qual as bandas de energia Ej podem ser obtidas resolvendo a equac¸a˜o secular
det(HΨj − EjSΨj) = 0. (2.11)
Levando em considerac¸a˜o um orbital 2pz por sitio atoˆmico para uma monocamada
de grafeno, temos a seguinte representac¸a˜o para as matrizes de transfereˆncia H, de sobre-
posic¸a˜o S e pseudo-spinor Ψ
HG =
 HAA HAB
HBA HBB
 , S =
 SAA SAB
SBA SBB
 , Ψ =
 c1
c2
 . (2.12)
Passaremos agora a determinar os elementos das matrizes de trasfereˆncia e sobre-
posic¸a˜o (2.12). Substituindo a func¸a˜o de onda (2.6) nas equac¸o˜es (2.9), podemos escrever
os elementos equivalentes a` sub-rede A como
HAA =
1
N
N∑
i=1
N∑
j=1
eik(RA,j−RA,i)〈φA(r−RA,i)|H|φA(r−RA,j)〉. (2.13)
Se assumirmos que a contribuic¸a˜o dominante decorre do mesmo local j = i dentro
de cada ce´lula unita´ria, temos
HAA ≈ 1
N
N∑
i=1
〈φA(r−RA,i)|H|φA(r−RA,j)〉, (2.14)
com o elemento da matriz dentro da somato´ria sendo igual ao paraˆmetro
ε2p = 〈φA(r−RA,i)|H|φA(r−RA,j)〉, (2.15)
o qual corresponde a energia do orbital 2pz. Portanto, o elemento HAA sera´:
HAA ≈ ε2p. (2.16)
Visto que a sub-rede A possui a mesma estrutura que a sub-rede B, e os a´tomos
sa˜o quimicamente ideˆnticos, podemos escrever
HBB = HAA ≈ ε2p (2.17)
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O procedimento usado para calcular os elementos da matriz de sobreposic¸a˜o e´ o
mesmo utilizado para a matriz de transfereˆncia. Contudo, neste caso, a superposic¸a˜o do
orbital 2pz e´ igual a uma unidade, a saber
〈φA(r−RA,i)|H|φA(r−RA,j)〉 = 1. (2.18)
Assumindo a contribuic¸a˜o dominante no mesmo sitio, podemos escrever
SAA =
1
N
N∑
i=1
N∑
j=1
eik(RA,j−RA,i)〈φA(r−RA,i)||φA(r−RA,j)〉, (2.19)
SAA =
1
N
N∑
i=1
〈φA(r−RA,i)||φA(r−RA,j)〉, (2.20)
SAA = 1. (2.21)
Novamente, assumindo que a estrutura da sub-rede A e´ semelhante ao da sub-rede
B, temos
SBB = SAA = 1. (2.22)
Passaremos agora a calcular os elementos fora da diagonal. Substituindo novamente
a func¸a˜o de onda do ele´tron (2,6) em (2.9) e assumindo a interac¸a˜o apenas entre os vizinhos
mais pro´ximos, temos que:
HAB =
1
N
N∑
i=1
3∑
j=1
eik(RB,j−RA,i)〈φA(r−RA,i)|H|φB(r−RB,j)〉. (2.23)
Este elemento expo˜e o salto entre a sub-rede A e a sub-rede B, no qual a soma e´ feita em
todos os s´ıtios nas respectivas sub-redes. Assim, podemos definir um novo paraˆmetro
t = −〈φA(r−RA,i)|H|φB(r−RB,j)〉. (2.24)
Portanto, HAB e´ dado por
HAB = − 1
N
N∑
i=1
3∑
j=1
eik(RB,j−RA,i)t = −tf(k), (2.25)
com
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f(k) =
3∑
j=1
eikτj′ , (2.26)
onde τ e´ o vetor posic¸a˜o do a´tomo Bl relativo ao a´tono Ai. Agora substituindo as equac¸o˜es
(2.2) em (2.26), podemos reescrever a expressa˜o (2.26) como
f(k) =
√
1 + 4cos
kya
2
cos
√
3kxa
2
+ 4cos2
kya
2
. (2.27)
Podemos obter o outro elemento fora da diagonal da matriz HBA tomando o com-
plexo conjugado de HAB. Assim, temos
HAB = −tf(k) e HBA = −tf ∗(k). (2.28)
De uma forma similar podemos obter os elementos fora da diagonal da matriz de
sobreposic¸a˜o
SAB =
1
N
N∑
i=1
3∑
j=1
eik(RB,j−RA,i)〈φA(r−RA,i)||φB(r−RB,j)〉, (2.29)
SAB =
1
N
N∑
i=1
3∑
q=1
eik(RB,q−RA,i)〈φA(r−RA,i)||φB(r−RB,q)〉, (2.30)
SAB = −S0f(k). (2.31)
Aqui, podemos definir mais um paraˆmetro S0 de modo que quando ele for consi-
derado diferente de zero, devemos levar em conta a possibilidade de que orbitais em s´ıtios
atoˆmicos adjacentes na˜o sa˜o estritamente ortogonal, isto e´,
S0 = 〈φA(r−RA,i)||φB(r−RB,q)〉. (2.32)
Deste modo, o elemento da matriz de sobreposic¸a˜o fora da diagonal e´ dado por
SAB = −S0f(k) = S∗BA = S0f ∗(k). (2.33)
Finalmente, substituindo as expresso˜es (2.17), (2.22), (2.28) em (2.12), obtemos
HG =
 ε2p −tf(k)
−tf ∗(k) ε2p
 , S =
 1 S0f(k)
S0f
∗(k) 1
 . (2.34)
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As matrizes acima sera˜o de grande valia na pro´xima sec¸a˜o para o ca´lculo de bandas de
energia na vizinhanc¸a dos pontos de Fe´rmi.
2.3.2 Fe´rmions de Dirac em um cristal Bi-dimensional
Como ja´ relatado, o grafeno possui dois a´tomos por ce´lula unita´ria, e desta forma,
teremos a formac¸a˜o de duas bandas, a banda de valeˆncia pi e a banda de conduc¸a˜o pi∗.
Uma das formas de obter a dispersa˜o dos ele´trons pi e´ resolvendo a equac¸a˜o secular 2.11,
que ao ser introduzida a expressa˜o 2.34, obtemos
det
 ε2p − E −(t+ S0E)f(k)
−(t+ S0E)f ∗(k) ε2p − E
 = 0. (2.35)
Resolvendo o determinante (2.35) para a energia E, obtemos
E± =
ε2p ± t|f(k)|
1∓ S0|f(k)| . (2.36)
Aqui, os valores de energia E− correspondem a banda de valeˆncia e E+ a banda de
conduc¸a˜o. Os paraˆmetros t e ε2p podem ser encontrados mediante ca´lculos de primeiros
princ´ıpios ou medidas experimentais. Assumindo para esses paraˆmetros os valores t =
3, 003eV , S0 = 0, 129, ε2p = 0 podemos construir a figura (2.4)[28] (Este u´ltimo valor
significa que a energia de Fe´rmi foi escolhido para ser igual a energia do orbital 2pz). Nela
podemos observar que as bandas de valeˆncia pi e de conduc¸a˜o pi∗ esta˜o separadas em todos
os pontos com excec¸a˜o dos pontos k e k´, chamados de pontos de Dirac. Temos ainda
que os ele´trons da ce´lula unita´ria ocupam completamente a banda de valeˆncia deixando
a banda de conduc¸a˜o completamente vazia, caracterizando assim o grafeno como um
semicondutor de gap nulo.
Pro´ximo aos pontos de Dirac k e k’, a dispersa˜o e´ linear e as propriedades eletroˆnicas
podem ser representadas por um hamiltoniano de Dirac efetivo. Isto pode ser observado
fazendo uma expansa˜o linear da func¸a˜o f(k) para momentos p = ~k − ~Kξ medido do
centro do ponto Kξ. Portanto, teremos o hamiltoniano
Hξ = ~vf
 0 ξkx − iky
ξkx + iky 0
 , (2.37)
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Figura 2.6: Relac¸a˜o de dispersa˜o dos ele´trons pi na primeira zona de zona de Brillouin.
Ao lado, esta´ esquematizado a dispersa˜o linear de energia pro´ximos aos pontos Dirac,
enfatizando a banda de valeˆncia e a banda de conduc¸a˜o.
onde temos que ξ = ±1 correpondem respectivamente aos pontos de Dirac k e k´ e
vf =
√
3at/2~ e´ a velocidade de Fe´rmi que vale aproximadamente 106m/s.
Os autovalores e autofunc¸o˜es de H sa˜o
E = ±vf~k e ψ = ± 1√
2
 1
±ξeiξθ
 eip.r/~, (2.38)
onde θ e´ o aˆngulo formado entre o vetor de onda k e o eixo x.
A dispersa˜o de energia linear dada por (2.38) e´ precisamente ideˆntica a` soluc¸a˜o da
equac¸a˜o de Dirac para uma part´ıcula relativistica com massa de repouso nula. A relac¸a˜o
de dispersa˜o para uma part´ıcula relativ´ıstica e´ dada por:
E2 = p2c2 +m20c
4, (2.39)
onde c e´ a velocidade da luz e m0, a massa de repouso da part´ıcula.
Para part´ıculas relativ´ısticas com massa de repouso igual a zero, a relac¸a˜o de dis-
persa˜o E = ±~ck e´ ana´loga a equac¸a˜o (2.38) com a velocidade da luz substitu´ıda pela
velocidade de Fermi. Portanto, os ele´trons pro´ximos aos pontos k e k´ podem ser tratados
usando a equac¸a˜o de Dirac, movendo-se com velocidade de Fe´rmi que e´ aproximadamente
300 vezes menor que a velocidade da luz. Ale´m disso, devido a existeˆncia das duas sub-
redes equivalentes (dois a´tomos por ce´lula unita´ria) os portadores de carga no grafeno sa˜o
representados por func¸o˜es de onda de duas componentes, sendo cada uma delas perten-
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cente a` contribuic¸a˜o de uma das sub-redes.
Levando em considerac¸a˜o tudo que foi dito acima, podemos escrever uma equac¸a˜o
de Dirac efetiva que descreve a dinaˆmica de part´ıcula de spin 1/2 relativ´ıstica no grafeno
como:
− ivf (σ∇)Ψ(r) = EΨ(r), (2.40)
onde σ sa˜o as matrizes de Pauli na representac¸a˜o do grupo SU(2).
Enta˜o, os portadores de carga no grafeno, em regio˜es pro´ximas aos pontos de Dirac,
podem ser tratados como Fe´rmions de Dirac sem massa que possui uma alta mobilidade
eletroˆnica e apresentam conduc¸a˜o bal´ıstica, raza˜o pela qual despertou grande interesse em
pesquisas nesta a´rea.
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Cap´ıtulo 3
Campos de calibre no grafeno
3.1 Campos de calibre
Muitas teorias em f´ısica podem ser representadas por lagrangianas que sa˜o invari-
antes por determinados tipos de simetrias. Esta e´ definida em teoria de campos em func¸a˜o
dos va´rios campos (spinorial, por exemplo) e de suas primeiras derivadas em relac¸a˜o a`s
coordenadas. Usando esta definic¸a˜o, passaremos a desenvolver neste sec¸a˜o o conceito de
teoria de calibre, que e´ uma classe de teorias f´ısicas fundamentadas na ideia de que as
transformac¸o˜es de simetria podem ser locais ou globais.
3.1.1 Teorias de calibre Abelianas
O conceito de teoria de gauge surgiu inicialmente em 1864 na eletrodinaˆmica cla´s-
sica a partir das equac¸o˜es Maxwell que unificaram as interac¸o˜es ele´tricas e magne´ticas
[24]. Para compreendermos como se deu esse processo, comec¸amos com a equac¸a˜o de
Maxwell para a carga magne´tica, ∇.B = 0. Isso nos possibilita escrever:
E = −∇φ− 1
c
∂A
∂t
, B = ∇×A, (3.1)
com os campos se transformando como
A→ A +∇χ, φ→ φ− ∂χ
∂t
. (3.2)
A raza˜o pelo qual os campos (3.2), quando introduzido nas expresso˜es (3.1), conduzir
aos mesmos campos eletromagne´ticos e´ uma consequeˆncia da invariaˆncia de calibre na
eletrodinaˆmica cla´ssica.
Em teoria quaˆntica de campos, as invariaˆncias de calibre podem ser determinadas
usando Lagrangeanas. Para analisarmos esta teoria, considere a lagrangiana de Dirac
para part´ıculas de spin 1/2,
L = ψ (iγµ∂µ −m)ψ. (3.3)
Ela tem uma simetria global U(1) envolvida, ou seja, o lagrangiano e´ invariante por
rotac¸o˜es globais do tipo:
ψ → Uψ, ψ → ψU †, (3.4)
onde U = e−iqα. Tomando o fator de fase α dependente das coordenadas do espac¸o tempo,
α = α(x), a transformac¸a˜o e´ chamada de transformac¸a˜o local, e (em uma transformac¸a˜o
local), podemos perceber que ∂µψ na˜o se transforma da mesma forma que ψ, coforme
mostrado a seguir:
∂µ(ψe
−iqα(x)) = ∂µψe−iqα(x) − iqψe−iqα(x)∂µα(x). (3.5)
portanto
L′ = ψeiqα(x)[iγµ∂µ(ψe−iqα(x))−mψe−iqα(x)], (3.6)
L′ = ψ (iγµ∂µ −m)ψ − qψγµψ∂α(x). (3.7)
Portanto, a lagrangiana na˜o e´ mais invariante. Para resolver esse problema preci-
samos acrescentar um novo campo Aµ chamado de campo de calibre. Este novo termo
e´ introduzido mediante uma derivada covariante que chamamos de acoplamento mı´nimo,
definido como
Dµ = ∂µ + iqAµ, (3.8)
com o campo Aµ se transformando como
Aµ → Aµ + ∂µα(x). (3.9)
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Substituindo a derivada covariante (3.8) e a transformac¸a˜o de calibre (3.9) na
Lagrangeana (3.1), obtemos:
L = ψ (iγµ∂µ −m)ψ − JµAµ, (3.10)
onde
Jµ = qψγµψ. (3.11)
Ao inserir o campo Aµ, estamos exigindo uma transformac¸a˜o de fase local, ou
melhor, ao impor que uma fase se transforme localmente, estamos fazendo com que um
fo´ton interaja com os ele´trons. Essa e´ a raza˜o pela qual aparece o termo extra na expressa˜o
(3.10). A presenc¸a dessa interac¸a˜o nos obriga a introduzir na Lagrangeana de Dirac um
termo extra correspondente a` energia cine´tica para os campos vetoriais, que descrevem a
propagac¸a˜o dos fo´tons livres. Essa nova Lagrangeana e´ escrita como
L = ψ (iγµ∂µ −m)ψ − qψγµψAµ − 1
4
FµνF
µν . (3.12)
A Lagrangena (3.12) deu origem a uma nova teoria f´ısica conhecida na literatura
como eletrodinaˆmica quaˆntica (QED).
3.1.2 Teorias de calibre na˜o-abeliano
Uma teoria de calibre Abeliana, como foi visto na u´ltima sec¸a˜o, e´ a base da QED.
Uma generalizac¸a˜o dessa teoria foi obtida por Yang e Mills [25], para um grupo na˜o-
Abeliano. Para entendermos essa teoria, consideremos inicialmente a Lagrangeana livre:
L0 = Ψ(iγµ∂µ −M)Ψ, (3.13)
onde Ψ e seu adjunto Ψ, sa˜o dados, respectivamente, por
Ψ =
 ψ1
ψ2
 , Ψ = ( ψ1 ψ2 ) , (3.14)
e M uma matriz quadrada
M =
 m1 0
0 m2
 . (3.15)
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A Lagrangeana (3.13) se assemelha a` Lagrangeana de Dirac (3.3), exceto pelo fato
de estarmos tratando de grupos na˜o-Abelianos com simetria SU(2). Os dois elementos da
matriz coluna teˆm uma invariaˆncia global
Ψ→ GΨ. (3.16)
A matriz G da transformac¸a˜o e´ do tipo
G = e
σaαa
2 , (3.17)
onde σ sa˜o as matrizes de Pauli, α sa˜o paraˆmetros reais e a = 1, 2, 3.
A matriz (3,17) tem determinante 1, para preservar a normalizac¸a˜o. De forma
ana´loga ao que foi feito na QED, Yang e Mills propuseram que o paraˆmetro α fosse uma
func¸a˜o de x. Para isso, foi assumido um λ(x) = −α(x)/g, tal que, inserido na expressa˜o
(3.12), temos
Ψ→ e−igσaλaΨ. (3.18)
Contudo, isso na˜o garantiu uma invariaˆncia para a Lagrangena, ja´ que a derivada
∂µΨ na˜o se transforma da mesma forma que Ψ sendo necessa´rio definir uma derivada
covariante
Dµ = ∂µ + igσ
aAaµ, (3.19)
onde a vai de 1 ate´ 3 e g e´ a constante de acoplamento do grupo SU(2), semelhante a
constante de acoplamento e do grupo U(1). Assim , a derivada covariante passa a se
transformar como
Dµ → e−igσλ(x)(Dµψ). (3.20)
A invariaˆncia da Lagrangiana (3.13) garante as seguintes correntes conservadas,
segundo o teorema de Noether [24]>
Jµ = g(ΨγµσαΨ). (3.21)
Portanto, a lagrangeana correspondente a essa teoria e´ dada por
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L = Ψ(iγµDµ −M)Ψ− 1
4
F aµνF
aµν , (3.22)
onde o tensor Fµν , da teoria de calibre abeliana, pode ser generalizado para a teoria de
calibre SU(2), fazendo
F aµν =
1
ig
[Dν , Dµ] = DνA
a
µ −DµAaν + ig[Aaν , Aaµ]. (3.23)
3.2 Efeito Aharonov-Bohm
Em eletrodinaˆmica cla´ssica, as intensidades dos campos ele´tricos e magne´ticos sa˜o
as quantidades relevantes. Os potenciais escalar e vetor que aparecem nas equac¸o˜es (3.1)
sa˜o construc¸o˜es teo´ricas convenientes [14], introduzidas para auxiliar nos ca´lculos mate-
ma´ticos.
Por outro lado, na mecaˆnica quaˆntica, os potenciais passam a ter um significado
f´ısico, como foi comprovado no experimento de Aharonov-Bohm. O potencial vetor e´
inserido na hamiltoniana de Schrodinger por meio de um acoplamento mı´nimo P = p−eA,
da seguinte forma:
H =
1
2m
(−i~∇− eA)2 + eφ. (3.24)
Classicamente, tinha sido provado, atrave´s da expressa˜o da forc¸a de Lorentz que
na˜o poderia existir influeˆncias eletromagne´ticas nas regio˜es em que E e B fossem zero
[14]. Contudo, em 1959, Aharonov e Bohm [27] mostraram que o potencial vetor pode
afetar o comportamento quaˆntico de uma part´ıcula carregada ate´ mesmo quando ela esta´
passando por pontos em que o campo e´ zero.
Para compreendermos melhor este efeito, considere um feixe de part´ıculas carrega-
das movendo-se em direc¸a˜o a um solenoide. O feixe se divide em dois ao passar por um
obsta´culo (como ilustrado na figura 3.1) e se recombina em uma certa regia˜o do espac¸o
(depois de ter passado pelas vizinhanc¸as do solenoide), gerando um padra˜o de interfe-
reˆncia. O solenoide e´ extremamente longo e circula uma corrente I. Nessas condic¸o˜es
havera´ um campo magne´tico interno B constante e um campo externo nulo. No entanto,
o potencial vetor na˜o sera´ zero fora do soleno´ide, ele e´ dado (em coordenadas polares)
pelas seguintes espresso˜es
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Feixe
Solenóide
Obstáculo
Região de
interferência
Figura 3.1: Um feixe de Part´ıculas carregadas e´ dividido em duas partes ao passar pro´-
ximo a um solenoide e em um instante posterior se recombina gerando um padra˜o de
interfereˆncia.
Aφ =
B
2
r, r < a Aφ =
BR2
2r
=
Φ
2pir
, r > a (3.25)
onde Φ =
∫
A.dr e´ o fluxo magne´tico atrave´s do soleno´ide.
Na regia˜o onde o campo magne´tico e´ nulo, a equac¸a˜o de Schrodinger dependente
do tempo e´ dada por
[
1
2m
(−i~∇− eA)2 + V
]
Ψ = i~
∂Ψ
∂t
, (3.26)
cuja soluc¸a˜o e´ obtida a partir da construc¸a˜o de Dirac
Ψ(r) = eiφΨ0, (3.27)
onde ψ0 e´ a soluc¸a˜o da equac¸a˜o de Schrodinger quando A e´ zero. O fator de fase magne´tica
e´ dado por
φ =
e
~
∫ r
r0
A.dr. (3.28)
O gradiente de Ψ e´ dado por:
∇Ψ = eiφ(i∇φ)Ψ0 + eiφ(∇Ψ0) (3.29)
onde, ∇φ = e~A. Enta˜o,
(−i~∇− eA)ψ = −i~eiφ∇Ψ0 (3.30)
e segue-se que
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(−i~∇− eA)2ψ = (−i~∇− eA)(−i~eiφ∇Ψ0), (3.31)
= −~2eiφ∇2Ψ0 (3.32)
Substituindo a expressa˜o (3.18) na equac¸a˜o (3.13) e eliminando o fator de fase,
obtemos
(
− ~
2
2m
∇2 + V
)
Ψ0 = i~
∂Ψ0
∂t
(3.33)
Isto mostra que ψ0 satisfaz a equac¸a˜o de Schrodinger na auseˆncia de um potencial
vetor A. Ja´ na presenc¸a de um campo magne´tico, a soluc¸a˜o da equc¸a˜o de Scrhodinger
pode ser obtida multiplicando ψ0 pelo fator de fase magne´tica, conforme mostrado na
expressa˜o 3.27.
Voltando ao experimento de Aharonov-Bohm, os feixes de ele´trons que eram divi-
didos em dois ao passarem pro´ximo a um soleno´ide longo, se recombinam novamente com
fases diferentes,
φ =
e
~
∫
Adr =
eΦ
2pi~
∫
1
r
eˆθ.(rdθeˆθ) = ±eΦ
2~
, (3.34)
onde o sinal positivo corresponde ao fato de os ele´trons se moverem na mesma direc¸a˜o do
potencial A e o sinal de menos no caso contra´rio.
A diferenc¸a de fase, que e´ proporcional ao fluxo de campo magne´tico, e´
∆φ =
eΦ
~
=
e
~
∫
Adr. (3.35)
3.3 Campos de calibre no grafeno
Diferentes procedimentos f´ısicos da˜o origem a perturbac¸o˜es na equac¸a˜o de Dirac e
podem ser descritos matematicamente como campos de calibre efetivos que correspondem
a saltos entre sub-redes [7]. Usando esta definic¸a˜o, passaremos a analizar nesta sec¸a˜o os
diferentes campos de calibre que podem ser encontrados no grafeno.
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3.3.1 Campos de calibre no grafeno na presenc¸a de defeitos to-
polo´gicos
Experimentos realizados mostraram a existeˆncia de defeitos topolo´gicos na rede
hexagonal proveniente de uma quebra espontaˆnea de simetria, semelhante ao que acontece
na teoria da relatividade geral. Estes defeitos podem ser descritos pela substituic¸a˜o de
hexa´gonos por penta´gonos ou hepta´gonos, provocando uma curvatura e tambe´m pela
substituic¸a˜o de pares penta´gono-hepta´gonos [6] [7], causando um deslocamento no meio
chamado de desclinac¸o˜es e luxac¸o˜es respectivamente.
Como mostrado na figura (3.2), outra forma de analisar esses defeitos, e´ a partir do
processo Volterra, o qual se baseia em fazer um corte na estrutura, retirando ou inserindo
um setor angular, formando uma estrutura por meio de uma simetria de rotac¸a˜o. A figura
geome´trica formada da retirada de setores angulares sa˜o cones, enquanto que o excesso
de setores angulares origina pontos de sela.
Figura 3.2: Desclinac¸a˜o positiva da rede hexagonal do grafeno causada pela remoc¸a˜o de
um setor angular.
No limite continuo, a modelagem de desclinac¸o˜es da´ origem a treˆs campos de
gauge acoplados aos graus eletroˆnicos de liberdade. De acordo com Vozmediano [7], o
primeiro esta´ associado com o desfasamento da fase dos ele´trons quando circulando em
torno do defeito (holonomia) e e´ responsa´vel pela forma coˆnica do grafeno. A segunda
esta´ associada ao fato dos spinores saltarem para a mesma sub-rede. Por fim, a presenc¸a
de va´rios defeitos obriga a introduc¸a˜o de um terceiro tipo de campo de calibre associado
com o fato da fase da ligac¸a˜o forte na˜o comutar com a holonomia associada com a troca
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dos pontos de Fermi.
3.3.2 Campos de calibre no grafeno devido a` deformac¸o˜es ela´s-
ticas
Uma outra forma de produzir campos de gauge localmente no grafeno, e´ mediante a
introduc¸a˜o de tenso˜es. As deformac¸o˜es ela´sticas gerada na rede interagem com os ele´trons
da mesma forma que um campo magne´tico. Se admitirmos deformac¸o˜es suaves na folha
do grafeno, as ligac¸o˜es entre os vizinhos mais pro´ximos devera˜o ser na˜o equivalentes.
Assim, os paraˆmetros de salto podem ser todos diferentes. Diante dessas condic¸o˜es, o
hamiltoniano efetivo na aproximac¸a˜o dos vizinhos mais pro´ximos [15], que descreve os
estados eletroˆnicos pro´ximos aos pontos de Dirac k e´ dado por
H = −i~vF~σ(~∇− i ~A), (3.36)
onde A = Axx̂+ Ayŷ e´ o potencial vetor e σi sa˜o as matrizes de Pauli.
O potencial na˜o pertubado da hamiltoniana e´ definido em termo dos paraˆmetros
de salto ti como
Ax =
√
3
2
(t3 − t2) Ay = 1
2
(t2 + t3 − 2t1). (3.37)
Na presenc¸a de ondulac¸o˜es, o paraˆmetro de salto t dos vizinhos mais pro´ximos passa a
ser flutuante, uma vez que depende do tensor deformac¸a˜o,
uij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
+
∂uk
∂xi
∂uk
∂xj
+
∂h
∂xi
∂h
∂xj
)
, (3.38)
onde xi sa˜o as coordenadas no plano, ui sa˜o as componentes do vetor deslocamento no
plano e h sa˜o os deslocamentos fora do plano. Visto que os deslocamentos atoˆmicos u
sa˜o pequenos, na estrutura fracamente deformada, quando comparado com a constante
da rede, temos que o paraˆmetro de salto dos vizinhos mais pro´ximos e´ modificado por
uma quantidade da forma
ti = t+
βt
a2
τi(ui − u0). (3.39)
Na equac¸a˜o acima β = − ∂lnt
∂lna
= 2 e´ o paraˆmetro de Gruneisen, a e´ o paraˆmetro da rede,
τi(i = 1, 2, 3) sa˜o os vetores vizinhos mais pro´ximos definidos na expressa˜o (2.2) e u0 e´ o
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vetor deslocamento para o a´tomo central.
No limite continuo (teoria da elasticidade), os deslocamentos locais dos a´tomos na
rede de favo mel podem ser relacionados com u por [7]
ui − u0 ∝ τi∇u, (3.40)
do qual obtemos os seguintes campos de gauge:
Ax = −2β
a
uxy, Ay =
β
a
(uxx − uyy), (3.41)
onde o tensor tensa˜o u(r)ij esta´ associado a deformac¸o˜es locais no grafeno.
Figura 3.3: Nanotubo de grafeno analisado em um microsco´pio de efeito de tu´nel.
No grafeno com deformac¸o˜es, a simetria de inversa˜o temporal e´ quebrada para um
vale [23], contribuindo para um fator de fase adicional da func¸a˜o de onda de um ele´tron
que se move em um caminho fechado. Portanto, ele´trons que viajam no sentido horario
e anti-hora´rio produzem fases com sinais diferentes. A diferenc¸a de fase observada e´
semelhante ao do efeito Aharonov-bohm, quando o spinor circunda um solenoide. Esta
equivalencia com o efeito Aharonov-Bohm possibilita a introduc¸a˜o de um pseudo campo
magne´tico,
B =
∂Ay
∂x
− ∂Ax
∂y
. (3.42)
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Campos como esses foram investigados experimentalmente em nanotubos de carbono no
qual foi obtido uma intensidade de 300T Valores como este jamais tinha sido observado.
Na figura 3.3, podemos observar a estrutura formada a partir de um microsco´pio de efeito
de tu´nel. Na pro´ximo cap´ıtulo, estudaremos as quantizac¸o˜es de Landau provocada pela
aplicac¸a˜o de um campo magne´tico perpendicular ao material.
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Cap´ıtulo 4
Nı´veis de Landau
E´ conhecido que o campo magne´tico pode ser introduzido na equac¸a˜o de Dirac
usando potenciais escalares e vetoriais. Recentemente, alguns trabalhos veˆm sendo desen-
volvido na a´rea da dinaˆmica quaˆntica relativ´ıstica para investigar o comportamento de
part´ıculas carregadas de spin 1/2 na presenc¸a de campos magne´ticos. Diferentes meca-
nismos matema´ticos vem sendo utilizado para calcular os estados e os n´ıveis de Landau
das part´ıculas na presenc¸a de potenciais espec´ıficos, como feito nas refereˆncias [16], [17],
[18]. De forma ana´loga, passaremos agora a calcular os estados e as energias das par-
ticulas presentes na rede hexagonal do grafeno na presenc¸a de dois campos magne´ticos
perpendiculares a estrutura cristalina, um e´ constante e uniforme e o outro e´ causado pelo
fluxo AB (Aharonov-Bohm). Para isso, consideremos inicialmente a equac¸a˜o de Dirac em
2 + 1 dimenso˜es em coordenadas cartesianas (~ = c = 1) na presenc¸a de um potencial
eletromagne´tico Aµc ,
[γµ
(
i∂cµ − eAcµ
)−m]Ψc = 0, (4.1)
em que os ı´ndices gregos variam de 0 a 2 e os ı´ndices latinos de 1 a 2. Temos tambe´m,
que γµ e´ um conjunto de quatro matrizes (matrizes de Dirac) que obedecem a relac¸a˜o de
anticomutac¸a˜o
{γµ, γν} = 2gµν , (4.2)
onde gµν e´ a me´trica do espac¸o-tempo plano, ou melhor, a me´trica do espac¸o de Minkowski.
Aqui, adotamos a assinatura (+,−,−) para a me´trica nesse espac¸o. Por outro lado,
segundo o teorema fundamental de Pauli [19], dois conjuntos de matrizes, γµ e γµ, em
diferentes representac¸o˜es, que obedecem a relac¸a˜o de anticomutac¸a˜o (4.2), sa˜o conectadas
pela transformac¸a˜o de similaridade
γµ = SγµS−1. (4.3)
A matriz S responsa´vel pela transformac¸a˜o de similaridade (4.3) podera´ ser unita´ria se
obdecer a relac¸a˜o
γµ† = γ0γµγ0 (4.4)
Dando presseguimento, passaremos a desenvolver a equac¸a˜o de Dirac (4.1) em um
sistema de coordenadas polares. Para isso, consideremos primeiramente a relac¸a˜o existente
entre derivadas ordina´rias em coordenadas cartesianas e polares, isto e´,
∂
∂x
= cos θ
∂
∂ρ
− sin θ
ρ
∂
∂θ
∂
∂y
= sin θ
∂
∂ρ
+
cos θ
ρ
∂
∂θ
. (4.5)
e a relac¸a˜o entre potenciais eletromagne´ticos
Ax = Aρ cos θ − Aθ sin θ Ay = Aρ sin θ + Aθ cos θ. (4.6)
Dessa forma desenvolvendo a equac¸a˜o (4.1) e substituindo as expresso˜es (4.5) e
(4.6), obtemos
[
γt
(
i
∂
∂t
− eA0
)
+ γρ
(
i
∂
∂ρ
− eAρ
)
+ γθ
(
i
ρ
∂
∂θ
− eAθ
)
−m
]
Ψc = 0, (4.7)
em que as matrizes γµ = γt, γρ, γθ sa˜o dependentes do espac¸o e escritas como:
γt = γ0 γρ = γ1cosθ + γ2semθ γθ = −γ1semθ + γ2cosθ. (4.8)
Por simplincidade, podemos ainda escrever a expressa˜o (4.7) em uma forma mais
compacta como
[γµ(i∂µ − eAµ)−m]Ψc = 0. (4.9)
Definindo o ansatz como Ψc = e
BSΨ (onde B = −1
2
log ρ), inserindo na equac¸a˜o
(4.9) e multiplicando pela esquerda por e−BS−1, temos
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e−BS−1[γµ(i∂µ − eAµ)−m]eBSΨ = 0, (4.10)
onde
∂µ(e
BSΨ) = eBS∂µΨ + e
B(∂µB)SΨ + e
B(∂µS)Ψ, (4.11)
de modo que obtemos
[γµ(i∂µ + iΓµ − eAµ)−m]Ψ = 0. (4.12)
Como podemos observar a introduc¸a˜o do ansatz na equc¸a˜o de Dirac faz surgir um termo
extra
Γµ = ∂µB + S
−1∂µS. (4.13)
no qual o segundo termo que aparece na expressa˜o (4.13) e´ a conexa˜o spinorial.
A matriz unita´ria S que transforma as matrizes γρ, γθ em γρ, γθ, depende das
coordenadas espaciais e e´ definida como
S(θ) = e−
θσ3
2 (4.14)
onde σ e´ o gerador da rotac¸a˜o em torno do eixo z. Temos ainda que a expressa˜o (4.14)
precisa obedecer a relac¸a˜o de similaridade
γ1 = S−1γρS γ2 = S−1γθS. (4.15)
Para que o termo extra, γµΓµ presente na expresa˜o (4.12) desaparec¸a, e´ preciso
atribuir um valor para B. Isso pode ser obtido atrave´s do ansatz Ψc = e
− θσ3
2 Ψ, ou seja,
γµΓµ = γ
µ(∂µB + S
−1∂µS)
= γ1
(
∂
∂ρ
B + ei
θσ3
2
∂
∂ρ
e−i
θσ3
2
)
+ γ2
(
1
ρ
∂
∂θ
B + ei
θσ3
2
1
ρ
∂
∂θ
e−i
θσ3
2
)
= γ1
(
∂
∂ρ
B +
1
2ρ
+ γ2
1
ρ
∂
∂θ
B
)
(4.16)
Portanto, a equac¸a˜o de Dirac (4.12) pode ser reescrita como
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[γµ(i∂µ − eAµ)−m]Ψ = 0. (4.17)
onde as derivadas ordina´rias e o spinor esta˜o definidas em coordenadas polares enquanto
que as matrizes gamas de Dirac esta˜o em coordenadas cartesianas.
Uma vez que estamos tratando de Fe´rmions de Dirac no grafeno deformado, na pre-
senc¸a de um campo magne´tico externo constante aplicado perpendicularmente ao plano,
podemos tomar a massa de repouso m = 0 e um gauge resultante na direc¸a˜o angular,
proveniente do campo magne´tico aplicado e da deformac¸a˜o da rede, como discutido na
subsessa˜o 3.3.2. Portanto, a expressa˜o (4.17) assume a forma
[
γ0i
∂
∂t
+ γ1i
∂
∂ρ
+ γ2
(
i
ρ
∂
∂θ
− eAθ
)]
Ψ = 0. (4.18)
Como feito por Villalba e Maggiolo [20] [21], escreveremos os spinores em duas
componentes, para isso, devemos inserir a seguinte representac¸a˜o em termos das matrizes
de Pauli:
βγ0 = I βγ1 = σ1 βγ
2 = σ2. (4.19)
Na verdade a representac¸a˜o (4.19) sa˜o matrizes 4×4 com as matrizes de Pauli na diagonal.
Assim, podemos construir duas equac¸o˜es diferenciais correspondendo a cada ponto de
Dirac. Para o ponto k, por exemplo, temos
[
i
∂
∂t
+ σ1i
∂
∂ρ
+ σ2
(
i
ρ
∂
∂θ
− eAθ
)
−m
]
Ψ = 0. (4.20)
Aplicando o me´todo de separac¸a˜o de varia´veis na expressa˜o (4.21), chegamos a` seguinte
soluc¸a˜o
Ψ =
 χA
χB
 e−i(lθ+Et), (4.21)
em que os pseudospinores χA e χB correspondem a` sub-rede A e a sub-rede B, respectiva-
mente, enquanto que as constantes obtidas durante o processo de separac¸a˜o de variaveis
l e E e´ o momento angular e a energia.
Resolvendo agora a expressa˜o (4.20) para a parte radial, encontramos as seguintes
equac¸o˜es diferenciais de primeira ordem acopladas:
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i(
d
dρ
+
l
ρ
+ eAθ
)
χB − EχA = 0, (4.22)
i
(
d
dρ
− l
ρ
− eAθ
)
χA − EχB = 0. (4.23)
Como estamos considerando que as part´ıculas na rede cristalina do grafeno esta˜o se
movendo na presenc¸a de um campo magne´tico constante e uniforme, e sob a ac¸a˜o do efeito
AB precisamos adicionar o gauge resultante Aθ =
Bρ
2
+ λ
ρ
nas expresso˜es (4.22) e (4.23).
Agora, desacoplando-as, encontramos duas equac¸o˜es diferenciais de segunda ordem
d2χA
dρ2
− l(l + 1) + eλ+ 2λl + e
2λ2
ρ2
χA − e
2B2ρ2
4
χA = εχA (4.24)
d2χB
dρ2
− l(l + 1) + eλ+ 2λl + e
2λ2
ρ2
χB − e
2B2ρ2
4
χB = εχB (4.25)
onde: λ = ± Φ
2pi
e ε = −E2 − eB
2
+ eBl + e2Bλ.
A soluc¸a˜o geral para as equac¸o˜es diferenciais de segunda ordem (4.24) e (4.25) sa˜o
as mesmas e podem ser obtidas a partir do me´todo de Frobenius de expansa˜o em se´ries,
cujo resultado e´
χA(ρ) =
C1M(µ, ν, z) + C2W (µ, ν, z)√
ρ
. (4.26)
Aqui, as func¸o˜esWhittaker sa˜o definidas em termo das func¸o˜esKummerU eHipergeometrica
da seguinte forma:
W (µ, ν, z) = e
z
2 z
1
2
+νKummerU
(
1
2
+ ν − µ, 1 + 2ν, z
)
(4.27)
M(µ, ν, z) = e
z
2 z
1
2
+νhipergeometrica
(
1
2
+ ν − µ, 1 + 2ν, z
)
(4.28)
com
µ =
−2Bel − 2Beλ+Be+ 2E2
4Be
(4.29)
ν =
1
4
+
l
2
+
λ
2
(4.30)
z =
1
2
eBρ2 (4.31)
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De acordo com a condic¸a˜o polinomial das func¸o˜es hipergeome´tricas, as soluc¸o˜es
correspondentes aos spinores 4.26 so´ sera˜o normalizadas se χi → 0 quando ρ→ ±∞. Isto
so´ e´ admitido quando
1
2
+ ν − µ = −n. (4.32)
Assim, as energias correspondentes aos spinores de Dirac sera˜o
En = ±
√
2eB
(
n+ l + λ+
1
2
)
. (4.33)
com nu´meros quaˆnticos l = j ± 1
2
e n′ = n + j + 1
2
± 1
2
, onde n = 0, 1, 2, 3, ..., e l =
±1,±2,±3, .... Assim, a equac¸a˜o (4.33) e´ reduzida a
En = ±
√
2eB (n′ + λ). (4.34)
temos ainda que para n′ = 0, que e´ o estado da part´ıcula onde a energia correspondente
e´ zero, a expressa˜o anterior torna-se
E0 = ±
√
2eBλ. (4.35)
Figura 4.1: Nı´veis Landau na estrutura cristalina do Grafeno na presenc¸a de um pseudo
campo Aharonov-Bhom.
Na figura (4.1) temos os n´ıveis de Landau para valores de λ = 0, 3 e n′ = 0. Nele,
podemos observar que este n´ıvel de energia se desdobra em outros dois. Isto pode ser inter-
pretado como a abertura de um gap nas estruturas de bandas do grafeno. Este resultado
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quando implementado podera´ contribuir para a construc¸a˜o de dispositivos eletroˆnicos a
base de grafeno no futuro.
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Cap´ıtulo 5
Conclusa˜o e perspectiva
Nesta dissertac¸a˜o, estudamos as propriedades eletroˆnicas do grafeno no limite de
baixas energias, em que as part´ıculas podem ser consideradas livres. Assim, nesse sistema
de 2 + 1 dimensa˜o, o movimento desses ele´trons pode ser descrito por uma equac¸a˜o de
Dirac efetiva, com a velocidade da luz substitu´ıda pela velocidade de Fermi, que e´ 300
(trezentas) vezes menor que a velocidade da luz. Tambe´m fizemos uma breve discussa˜o das
propriedades magne´ticas que o grafeno pode adquirir na presenc¸a de defeitos topolo´gicos
e de deformac¸o˜es ela´sticas
Partindo da ideia de que em teoria quaˆntica de campos um potencial vetor e escalar
pode ser introduzido na equac¸a˜o de Dirac por meio de um acoplamento mı´nimo. Partimos
da equac¸a˜o de Dirac em coordenadas cartesianas e a escrevemos em coordenadas polares
no formalismo das matrizes de Pauli com a intensa˜o de investigar os n´ıveis de landau na
presenc¸a de um pseudo campo magne´tico na direc¸a˜o angular, originada das deformac¸o˜es
ela´sticas na estrutura cristalina do grafeno, provocado por um campo magne´tico constante.
Primeiramente, usando o me´todo de separac¸a˜o de varia´veis encontramos as soluc¸o˜es gerais
para os pseudo spinores da sub-reda A e B do grafeno. Em seguida, obtivemos uma
soluc¸a˜o, para a parte radial, em func¸a˜o das func¸o˜es Kummer U e hipergeome´trica, que
ao ser analisada assintoticamente foi poss´ıvel determinar as energias em func¸a˜o do campo
magne´tico e do pseudo campo magne´tico. Ao analisar essas energias para um n′ = 0,
observamos que os n´ıveis de energia de Landau se desdobra em dois novos n´ıveis. Esse
resulta pode ser interpretado como a abertura de um gap na estrutura de bandas do
espectro de energia. Este resultado quando analisado experimentalmente e implementado
podera´ contribuir para a construc¸a˜o de novos dispositivos eletroˆnico a base de grafeno.
Como uma primeira forma de trabalhar com esse modelo em trabalhos futuros,
propomos a verificac¸a˜o da tensa˜o originada no gap para diferentes intensidades de campo
magne´tico aplicado. Outra forma seria analisar o efeito Hall quaˆntico e tambe´m calcular
algumas propriedades te´rmicas do grafeno para esse modelo como feito na referencia [22],
tais como: energia livre de Helmholtz, entropia, calor especifico e energia interna.
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